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A repiildgépek ¢és trjarmiivek mozgasanak jellemzésére tobbféle koordindta rendszer is
elterjedt a gyakorlatban ([5],[6],[7]). Ennek oka, hogy egyes jelenségek leirasa nagyban fiigg a
valasztott koordinata (vonatkoztatasi) rendszertdl melyhez viszonyitva az adott jelenséget
leirjuk. Més rendszert célszerli valasztani példaul a repiilégépre hato 1égerdk és a repiildgép
Foldhoz képesti mozgasanak jellemzésére. Mi ezek koziil a koordinata rendszerek koziil a
repiilégépekhez kapcsolodokat tekintjiik at, foként a rovid tdva repiilések jellemzéséhez
sziikségesekre koncentralva.

A mozgésegyenletek felirdsa sordn az is fontos szempont, hogy a kivalasztott koordinata
rendszer — amiben dolgozunk — inercia rendszer, vagy sem. [nercia rendszer az allo, vagy
allando sebességgel egyenes vonalon halado6 rendszer.

A Fo6ldhoz kotott koordinata rendszerek szigoruan véve nem tekinthetdk inercia rendszernek,
mert a Fold forog a tengelye koriil és kering a Nap koriil. igy sziikséges lehet egy a Naphoz és
az allocsillagokhoz kotott vonatkoztatasi rendszer hasznélata is.

A Fold keringd mozgasat altalaban elhanyagolhatjuk, igy elegendd a Fold forgasat figyelembe
venni. A kovetkezd részekben a Fold forgasanak jellemzésétdl jutunk el egy a foldfelszinhez
képest lokalisan mozg6 repililégép mozgasanak jellemzéséhez az dsszes sziikséges koordinata
rendszert definialva.

ECI (Earth Centered Inertial, azaz Fold k6zéppontu inercia) rendszer

Ennek origdjat a Fold kézéppontjahoz rogzitik, Z tengelye az északi pdlus felé mutat és azon
halad at, X és Y tengelye az egyenlito sikjaban fekszik és adott, rogzitett irdnyba allitjak be. Ez
egy nem forgd, igy inercia rendszernek tekinthetd koordinata rendszer, amihez képest a Fold
forgasa jellemezheto.

ECEF (Earth Centered Earth Fixed, azaz Fold k6zéppontu, féldhoz
rogzitett) rendszer

Ennek origojat a Fold kozéppontjahoz rogzitik, Z tengelye az északi polus felé mutat és azon
halad at, X és Y tengelye az egyenlitd sikjdban fekszik és X tengelye a f6 meridianon
(greenwichi délkor) halad at (lasd 1. ébra). Egy a Fold felszinén, alatta, vagy felette
elhelyezkedd pont jellemzése ebben a rendszerben egyszeriien a pont (X, Y, Z) koordinatainak
megadasaval torténik. A legtobb mitholdas rendszer (a GPS is) alapvetden ezt hasznalja, mert
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A gyakorlatban mégis az LLA (Latitude, Longitude, Altitude azaz szélesség, hosszlisag,
magassag) adatokat hasznaljak GPS koordinatakként. Ennek oka, hogy a térképeken is a
foldrajzi koordindta rendszer szerint adjdk meg a poziciot, ami sokkal konnyebben
értelmezhetd, mint az ECEF koordinatak.



F6 meridian
(2=0)

Egyenlité X (6=0)

1. abra ECEF koordinata rendszer és LLA koordinatak (eredeti abra forrasa [9])
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2. abra Geodetikus és geocentrikus szélesség
Az LLA koordinatak értelmezését is az 1. abra mutatja. A a hosszusag (0 — 360 fok, vagy -180
—+180 fok), ¢ a szélesség (-90 — +90 fok) s pedig a magassag.
Az ECEF koordinatdkkal szemben ezek meghatarozasahoz mar egy a Fold alakjat leird
geometriai modell is sziikséges. A GPS a WGS84 geoid modellt hasznélja. A hosszusag ()
atszamitasa ECEF koordinatakbdl jarulékos adatok ismerete nélkiil is lehetséges. A szélesség
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(¢) és magassag (h) azonban mar fligg az alkalmazott geometriai modelltdl. Ezt szemlélteti a 2.
abra, ahol ugyanannak a szélességi kornek a geodetikus és geocentrikus szélességi szogei
lathatok. A geocentrikus szogeket a gomb modellhez képest adjak meg a gdmb kdzéppontjabol
az adott pontba mutatd vektornak az egyenlitd sikjaval bezart szogét figyelembe véve. A
geodetikus szoget az ellipszoid modellhez képest definidljak, mint az adott pontban az
ellipszoid érintdsikjabol merdlegesen az egyenlito sik felé huzott egyenes szogét. Ez az egyenes
nem megy at az ellipszoid kézéppontjan.

A 2. 4bra azt is mutatja, hogy adott ECEF koordinatakkal jellemzett pont magassag adata is
fiigg a valasztott geometriai modelltdl. A gdmbhoz képest mas magassagi koordinatat kap, mint
az ellipszoidhoz képest.

cy ey

Latitude (szélesség) 47.486978 fok, longitude (hosszuisag): 19.047353 fok, magassag: 235m
ECEF: X =4081.675 km, Y = 1409.208 km, Z = 4678.693 km

A foldrajzi fokhaldzat ismeretében az LLA pozicid értelmezése sokkal konnyebb.

NED (North, East, Down, azaz észak, kelet, lefelé) rendszer

Ezt a rendszert a 3. 4bra szemlélteti. Navigacios, vagy fold koordinata rendszernek is nevezik.
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3. 4bra NED koordinata rendszer (eredeti abra forrasa [9])

A foldfelszin egy adott pontjdhoz (adott LLA / ECEF pozicid) rogzitett helyi koordinata
rendszer, melynek X (N) tengelye az ellipszoid északi pontja (geodetikus észak), Y (E) tengelye
az ellipszoid keleti iranya (geodetikus kelet) Z (D) tengelye pedig az ellipszoid belseje felé
mutat a helyi normalvektor mentén.

Kis tavolsagu, rovid iddtartamu repiilések esetén ezt a rendszert szoktuk fold koordinata
rendszernek (X; Yz Zp) tekinteni és inercia rendszerként szamolni vele.



Body (test) rendszer

Ezt a rendszert a 1égieszkoz torzséhez képest definialjuk ugy, hogy origdja a gép sulypontjaban
van, Xs tengelye a gép szimmetriasikjaban az orr felé mutat, Ys tengelye a gép jobb oldala felé
mutat, Zp tengelye pedig lefelé (1asd 4. ébra).

4. abra A test és fold koordinata rendszerek

Stability (stabilitasi) rendszer
Ezt a szél rendszerrel egyiitt az 5. abra szemlélteti. Ugy kaphatd meg a test rendszerbl, hogy

azt az Ys tengely koriil az o allasszoggel leforgatjuk, mig X tengelye egybe nem esik a
repiilégép Va levegdhoz képesti sebességvektoranak X-Z sikra valo vetiiletével. Ezzel persze a
Z tengely is elfordul, és mas helyzetet vesz fel. A tengelyek jelolése: Xs, Ys, Zs

Wind (szél) rendszer

A stabilitasi rendszerbdl kaphaté meg azt a Z tengelye koriil B csuszasi szoggel elforgatva, mig
X tengelye egybe nem esik a repiildgép Va levegohoz képesti sebességvektoraval. Ez a rendszer
is az 5. abran lathato.

Megjegyzés: az allas- és csuszasi szogeket a levegdhodz képesti sebességvektor u, v, w
komponenseibdl (lasd 5. abra) az aldbbi médon szamithatjuk:

w . v
o= arctan(—j, B = arcsin| ———————
u u?+v2 +w?
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5. abra A test (B), a stabilitasi (S) és a szél (W) koordinata rendszerek

Transzformaciok

Az egyes koordinata rendszerek kozti transzformaciokat csak az ECEF rendszertdl indulva
adjuk meg egészen a sz¢l rendszerbe vald attérésig bezardlag. Alapvetden az orientaciok
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feltételezziik, hogy azt egy eltolési transzformécioval mar egy pontba mozgattuk. Ha ez a
feltevés nem lehetséges, megadjuk a sziikséges eltolasi transzformaciot.

Transzformacio ECEF-bol LLA-ba

Ehhez a transzformacidhoz sziikséges a figyelembe vett referencia ellipszoid egyes
paramétereinek ismerete. A WGS84 ellipszoid modell (ezt hasznalja a GPS) paraméterei:

— fél nagytengely (semi major axis): a=6378137 m
— fél kistengely (semi minor axis): b=a(l-1f)=6356752.31424518 m
1

— ellipszoid lapultsaga (ellipsoid flattening): f=——«——
P p ga (ellip ) 298.257223563
aZ —b2
a

2 4.2
— masodik numerikus excentricitds (second eccentricity): e'= a”-b =0.0820944

b2

=0.08181919

— els6é numerikus excentricités (first eccentricity): e=




Végiil a transzformdcios kifejezések:

12 -3
kzarctan(zj ¢ = arctan Z+e2b sm3 0 h=-—__N
X p—e“a-cos’ 0 cos ¢

p =VX? +Y? 0= arctan(ﬁJ N=—— 2
p-b J1-¢e?sin? ¢

Ahol N a gorbiileti sugar az adott szélességi koron.

Transzformacio LLA-bol ECEF-be
b2
X=(N+h)cosd-coshr Y =(N+h)cos¢-sini Z= —2N+h sin ¢

Transzformacio ECEF-bol NED-be

Ez a transzformaci6 mar leirhat6 egy ugynevezett forgatasi matrixszal a két koordinata rendszer
kozott, mivel az ECEF és a NED is deré¢kszogli koordinata rendszerek. Az LLA rendszer polar
koordinatakkal adott, ezért abbol a derékszogli rendszer(ekbe) nem lehetséges az egyszera
forgatéassal valo attérés.

A repilildgépek mozgasat figyelembe véve a sebességvektorok és a pozicid vektorok
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A transzformacios Osszefiiggés az ECEF rendszerbeli sebességek (vy,vy,vy) és a NED
rendszerbeli sebességek (v, v, vp ) kozott:

VN —sin¢g-cosA —sind-sinA cosd | vy
Vg |= —sinA cosA 0 Vy
vp —cosP-cosh —cosd-sinA —sind| vy

A pozicidkra vonatkozoan a transzformaciot koriiltekintéen kell kezelni. A kovetkezd
Osszefiiggés ugyanis egy ECEF rendszerbeli helyvektor NED rendszerbeli képét adja meg (N,
E, D a NED rendszerbeli pozicidk):

N —sing-cosA —sin¢-sinA cosd || X
E|= —sinA cos A 0 Y
D —cosd-cosA —cosd-sinA —sing | Z

Ha ezt a transzformaciot a NED rendszer origdjat megadd ECEF, vektorra hajtjuk végre, akkor
kell megkapnunk a NED rendszerbeli (0, 0, 0) koordinatakat. Ehelyett egy NED(, =0 vektort

kapunk. Ez a bevezetOben emlitett eltolasi transzformacid sziikségességét mutatja ebben az
esetben. Osszességében egy pont NED rendszerbeli pozicidja:



N —sind-cosA —sin¢d-sinA  cos¢ | X No
E|= —sinA COS A 0 Y|-|Eg|=
D —cosdp-cosh —cosd-sinA —sing | Z Dy
—sind-cosA —sind-sinA cos¢d [[|X Xo

= —sinA COSA 0 Y |-| Yy
—cosd-cosh —cosd-sinA —sing | |Z Z

Lathat6, hogy mindkét esetben (sebesség vagy pozicid) a NED rendszerbeli értékek a
hosszlisagi és szélességi koordinatak fliggvényei.

Megjegyzés: az irodalom szerint a GPS a poziciot és a sebességet is alapvetéen ECEF
rendszerben méri, innen transzformalja aztan LLA / NED rendszerbe.

Transzformacio NED-bol test rendszerbe

A kétféle rendszer a 4. abran lathato, a NED rendszert tekinthetjiik inercia (f61d) rendszernek
és tengelyeit jelolhetjiik (X; Yz Zg)-vel. A test rendszer tengelyei pedig (X Yz Zp).
Nyilvanvaldan egy fold rendszerben reprezentalt vektort fest rendszerben mas koordinatak
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jellemzésére tobbféle megoldas is elterjedt. Alkalmazhatok a Rodriguez paraméterek,
quaternid, Euler szogek vagy akar rogton a forgatasi matrix (DCM = direction cosine matrix).
Ebben a jegyzetben az Euler szogekkel val6 transzformaciot mutatjuk be részletesen.

A vektorok (és igy a koordinatarendszerek) kozotti attérést harom elforgatasbol allo kotott
sorrendii transzformacidval, az ugynevezett Euler szogek (v azimutszég, 6 bolintasi szog, ¢
bedontési szog) felhasznédldsaval oldhatjuk meg. A transzformacié az alabbi sorrendben
torténik:

7 0 ¢
(Xg Y5 Zg) - (X1 4 Z) - (X Y» Z) - (Xp Yg Zp)

Azazaz (Xp Yy Zp) fold rendszerbdl y szoggel a Z; tengely koriil forgatva eldszor a koztes
(X7 Y Z;) rendszerbe tériink at (legyez6 mozgas). Innen az Y; tengely koriil 0 szoggel
forgatva tériink 4t a koztes (X, Y, Z,) rendszerbe (bolinté mozgas). Végiil onnan ¢ szoggel
az X, tengely koriil forgatva érkeziink az (X Yz Zp) test rendszerbe (beddntés / ors6zas).

Az egymas utani transzformaciokat, a megfeleld forgatasi matrixok jellemzik a kovetkezd
modon:

cosy siny 0
I, =| —siny  cosy 0
0 0 1

[cos@ 0 —sind
Tp=| 0 1 0

| sind 0 cosd

10 0
Ty=|0 cos¢ sing

|0 —sing cos¢
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Ezek koziil csak T, levezetését kozoljik részletesen, mert a tobbi ebbdl analog modon

%

eldallithatd. Az (X Yg Zg) — (X; Y; Z;) transzformaci6 szemléltetése a 6. abran
lathat6. Mivel a Z tengely koriil forgatunk, ezért ennek az irdnyabol nézziik a két koordinata
rendszert.

AXg
Xy

-

wa')

Yy
6. abra Transzformacio foldbol 1-es atmeneti rendszerbe

A forgatasi matrix a kiinduld koordindtarendszer egységvektorainak 1 (elforgatott)
rendszerbeli képe alapjan €pithetd fel. Igy a 7, matrix elsd oszlopa az (Xp Yy Zp) rendszer

X tengelyiranyt egységvektoranak (X; Y Z;)-beli képe. A matrix tobbi oszlopa rendre az Y
és Z tengely iranyu vektorok képe (X; Y, Z;)-ben.

Fold — test transzformacio esetén, az eredd Tgg transzformacios matrix a kovetkezo (a matrix
szorzas ¢s a transzformacios 1épések sorrendje forditott):

Tpe =Ty - To - Ty,
A BE also6 index a megszokott konvenciénak megfeleléen a transzformaci6 iranyat jelzi fold
(E) rendszerbdl test (B) rendszerbe visszafelé indexelve. Itt érdemes megjegyezni, hogy mind
az egyes forgatasi matrixok, mind az ered matrix ortogonalisak, ami azt jelenti, hogy inverziik
megegyezik a transzponaltjukkal.
fgy egy v g fold rendszerbeli vektor transzformdcidja fest rendszerbe (vp ) a kdvetkezo:

vg =TBpVg
Az inverz transzformacid pedig az alabbi alaku:

Vi =Tgpvp = (T )TXB

A két rendszer kapcsolatdnak Euler szogekkel valo megadadsa utan felmeriil az igény a test
rendszer szogsebessége (repiildgép, vagy helikopter eredd szogsebessége) €s az Euler szogek
derivaltjai kozotti kapcsolat tisztazasara. Erre azért van sziikség, mert a fest rendszer forgasaval
az Euler szogek folyamatosan valtoznak. Ezt a valtozast a szogek derivaltjai adjak meg, ezekbdl
az 1j szogértékek integralassal szamithatok.



A szogsebességek kapcsolata az Euler szogek megjelenési sorrendjének figyelembe vételével
hatdrozhat6 meg. A transzformaci6 soran elészor az (Xy Yp Zp) fold rendszerben jelenik

meg egy Zp iranyl y szdgsebesség vektor, minek kovetkeztében (X; Yy Zg) y szoggel
elfordulva (X; Y Z;)-be megy at. Ezt kovetden (X; Y Z;)-ben jelenik megaz Y| iranyt 0
szogsebesség vektor. Ebbdl adodik az (X, Y, Z,) rendszer. Ez a méasodik forgatds azonban
mar hat az el6z6 lépésben megjelent y vektorra, ezért annak (X, Y, Z,)-beli képét
transzformacioval (7, ) ki kell szdmitani. A harmadik 1épésben jelenik meg (X, Y, Z,)-ben
az X, irdnya ? vektor, mellyel az (X, Y, Z,) rendszer (X Yz Zp) rendszerbe megy at.

crcr

kell végezni.
Osszességében egy Euler szog szogsebesség vektora, a megjelenése utan fellépd Osszes
transzformacios Iépésen keresztiilmegy. A harom vektor (Xp Yz Zp)-beli képe adja meg a

test rendszer X, Y, Z iranyu p, q, r szogsebesség komponenseit. Elséként adjuk meg az Euler
szogek szogsebesség vektorait azon transzformécios lépésben kapott koordinatarendszerben,
ahol megjelennek (ezt az als6 index jelzi):

0 0 é
W 1 0 ) 0 3
fgy végiil:
p b —sin@-\

q|=Ty -To-y+T, -Q+é= cosd-0+sind-cosO -\

r —sing-0+cosd-cosO -\
Ezzel megkaptuk az osszefiiggéseket az Euler szogek szogsebességei €s a test rendszer X, Y, Z
iranyu p, g, r szogsebesség komponensei kozott. Nekiink azonban altaldban a forditott kapcsolat

felirasa sziikséges. Ezt a fenti egyenlet harom ismeretlenes egyenletrendszerként vald
megoldasaval irhatjuk fel. A megoldando6 egyenletrendszer:

p 1 0 —sin® b
q|=|0 cos¢p sind-cosO ||
r 0 —sind cosd-cosO| |y

A rendszer az egyiitthatomatrix invertalasaval oldhat6 meg. A megoldas:

b p+tan0-sin¢g-q+tanO-cosd-r

0 |= cos¢-q—sing-r
v sing +cos¢‘
cos O cos O

Megjegyzés: Euler szogekkel valo forgatas esetén, ha egyszer rogzitettiik a forgatasi sorrendet,
szemlélteti a 7. abra, ahol egy téglatest kétféle sorrendii elforgatasa lathaté a két sorban. 0 jeldli
a kiindul6 poziciot, 1 az els6, 2 a masodik forgatasi sorozatot. Mindkét esetben a megadott
tengelyek kortil 90°-al forgatjuk el a téglatestet, de més sorrendben. Az 1. sorozat a szokdsos Z
—Y — X Euler szog sorrendnek felel meg, a 2. viszont az Y — Z — X sorrendnek. Lathato, hogy
a kétféle forgatas teljesen mas végsod poziciot eredményez.
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Fontos még tudni, hogy mechanika konyvekben szoktak mas sorrendii (nem Z — Y — X) Euler
szoges forgatasokat is definidlni.

o =X 1/1 X 12 1/3
A Ty *
% Z
Y
J |
S 2
Z Z

[
o
Lad

)

2/1 2/2 7

/

Y e
X

7. abra Z-Y-X (1) és Y-Z-X (2) forgatasi sorrend eltéré végsé orientaciokkal
Transzformacio test rendszerbdl stabilitdsi rendszerbe

Ezt az a allasszogre tAmaszkodva, az Y tengely koriili forgatds matrixat figyelembe véve lehet
meghatarozni. A teljes transzformacios Osszefiiggés a kdvetkezo:

cosoa 0 sina
Vg = 0 1 0 |vp
—sina 0 cosa

TsB
Abhol vg egy stabilitasi rendszerbeli vektor.
Transzformacio stabilitasi rendszerbol szél rendszerbe

Ezt a B csuiszasi szogre tAmaszkodva, a Z tengely kortili forgatds matrixat figyelembe véve lehet
meghatarozni. A teljes transzformacios osszefliggés a kovetkezd:

cosfp sinf O
Vy =|—sinf cosf 0 |vg
0 0 1
Tws
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Ahol vy, egy szél rendszerbeli vektor.

Az inverz transzformaciok mindkét utobbi esetben is a transzponalt matrixokkal definialtak.
Példa a koordindta rendszerek kozti attérésre

Egy pil6ta nélkiili repiil6gép 20 m/s leveg6hoz képesti sebességgel, B = 3° csuszasi- és o = 10°
allasszoggel repiil a kovetkezd Euler szogekkel jellemzett test rendszer orientacioval:
d=-30° 0=5° y=45° Foldhoz képesti pozicidja éppen Budapest LLA koordinatdival
jellemzett: A =47.486978° ¢ =19.047353° h=235m.

Feladat: hatarozzuk meg a gép levegbhoz képesti sebességvektorat sz¢€l, stabilitési, test, fold
(NED) ¢és ECEF rendszerben.

A sebességvektor sz¢él rendszerben mindig csak az X tengely irdnydba mutat, tehat:

sz[zo 0 O]T

A stabilitasi rendszerbeli vektor a megadotthoz képest az inverz transzformacid alkalmazéasaval
hatarozhaté meg,  ismeretében:

cosp —sinf 0 0.99863 —0.052336 0| 20 19.9726
Vg = sinB cosp O Vw = 0.052336 0.99863 0f 0 |=]1.04672
0 0 1 0 0 110 0
Tsw

A test rendszerbeli vektor szintén inverz transzformacidval szamithatd o ismeretében:

cosa, 0 —sina 0.9848 0 —-0.173619.9726 19.669
vg=| 0 1 0 |vg=| O 1 0 1.04672 |=|1.04672
sina 0 cosa 0.1736 0 0.9848 0 3.4672

TBS

Ezt a vektort az Euler szogek ismeretében, a test — fold transzformacids matrix kiszamitasaval
lehet f61d (NED) rendszerbe transzformalni:

0.7044 —0.6432 —0.3002 | 19.669 12.1411
VNEp = Vg =Tgpvg =| 0.7044  0.5816  0.4069 | 1.04672 |=|15.8748
—0.0872 —-0.4981 0.8627 | 3.4672 0.7556

Végill a NED — ECEF transzformacié szintén a megadott Osszefliggés invertalasaval
lehetséges a szélesség és hossziisag koordinatak figyelembe vételével:

~0.2205 —0.7371 —0.6388|12.1411] [-14.8619
Vicpp =| - 02406 0.6758  —0.6968 | 15.8748 |=| 7.2803
0.9452 0 -0.3263] 0.7556 | | 11.2298
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