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Egy merev testként jellemzett 1égieszkoznek 6 szabadsagfoka van, melyek a 3 iranya
elmozdulast és 3 tengely koriili szogelfordulast jelentik. Igy pillanatnyi mozgasallapotat a 3
iranyu sebesség és szogsebesség komponensek megadasa mar egyértelmiien jellemzi. A teljes
mozgas leirasdhoz persze még sziikséges a pillanatnyi pozicio és orientacidé megadasa is.

A fent felsorolt mennyiségek (pozicid, sebesség stb.) matematikailag csak egy valasztott
koordinatarendszerhez képest irhatok le, ezért sziikséges az alkalmazott koordinatarendszer(ek)
megvalasztasa.

A nemlineéris mozgasegyenletek legkonnyebben a repiildgép (1égieszkdz) torzséhez kotott test
rendszerre vonatkozoan vezethetok le. Ha a légieszkoz legfeljebb par kilométert tesz meg a
repiilése soran, akkor a test rendszer mozgésat elegendé az inerciarendszernek tekintett NED
rendszerhez képest leirni. A test (Xs, YB, Zg) ¢és fold (NED, Xk, YE, Zg) rendszereket a
Koordinata rendszerek és transzformaciok segédlet mutatja be.

A test rendszer (a légieszk6z) haladd és forgd mozgast végez a f6ld rendszerhez képest, igy a
forg6 rendszerben vald derivalas operatorat kell alkalmazni, ami egy relativ és egy szallitd
részbdl all. A relativ rész adja meg a vektor forgd rendszerhez képest valo megvaltozasat, a
szallit6 pedig a forgasbol eredd megvaltozast (o a rendszer forgasi szogsebessége).
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A 6 szabadsagfokii merev testként modellezett repiildgép mozgasegyenletei a forgd
rendszerben az impulzus- €s perdiilet tételek alkalmazasaval vezethetdk le.

Az impulzus tétel alakja:
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Ahol F a testre hato erdk vektora, m a test tomege és V a test sebességvektora.

A perdiilettétel alakja:
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Ahol M a testre hatdé nyomatékok vektora, &t a test perdiiletvektora, amit a J inercia matrixbol
¢s az ® szogsebesség vektorbol képezhetiink. A J inercia matrix felirdsanal figyelembe vettiik,
hogy a légieszk6z hossztengelye altaldban szimmetria tengelynek tekinthetd, igy egyes
tengelyparra vett tehetetlenségi nyomatékok zérus értékiiek.



El6szor repiil6gép, majd egy négyrotoros helikopter sikbeli dinamika mozgasegyenleteit irjuk
fel.

Az impulzus tétel esetiinkben a repiildgépre felirt alakja:
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Itt Fx, Fv, Fz a repiildgépre a test rendszer tengelyei mentén hatd légerdk, g a gravitacios
konstans, Tgg a fold rendszerbdl a test rendszerbe vivd forgatasi transzformacié matrixa, 7 a

csak a test rendszer x tengelye mentén hatd tolderd.

A perdiilet tétel pedig:
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Itt L, M és N a test rendszer tengelyeire a 1égerdkbdl hatdo nyomatékok, Q pedig az ox vektori
szorzéas matrix reprezentacioja. A hajtomil vono (told) erejébdl szarmazd Mt és a forgasabol
szarmaz6 M, nyomatékokat a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért zérusnak tekintjik.

Az u, v, w sebesség és a p, g, r szogsebesség komponenseket figyelembe véve és a két
egyenletrendszert egyesitve a 6 szabadsagfoku repiil6gép mozgasegyenlet rendszere:
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A rendszer teljes megadéasahoz sziikséges a pillanatnyi sebesség és szogsebesség értékeknek, a
replilégép tomeg és inercia adatainak, a pillanatnyi 1égerdknek és nyomatékoknak, a gép
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A megadott egyenletrendszerbdl a sebességek és szogsebességek derivaltjai a bal oldali
egylitthatd matrix inverzével vald atszorzas Utjan nyerhetok. Igy egy elsérendli, nemlinearis
differencidlegyenlet rendszer adodik. A nemlinearitast elsddlegesen a —mQV, -QJo tagok

adjak, de a légerdk, nyomatékok és a tolderd is lehet a sebesség és szogsebesség értékek
fliggvénye.

Négyrotoros helikopter sikbeli dinamikaja

Négyrotoros helikopter oldalnézetét abrazolja a 1. abra.
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1. abra Négyrotoros helikopter oldalnézete

Itt (Xg,Zg) a fold, (Xg,Zg) pedig a test koordinata rendszerek. A mozgisegyenletek

felirdsahoz az impulzus tételt az X és Z tengelyek mentén, a perdiilet tételt pedig az Y tengelyre
vonatkozoan sziikséges felirni test rendszerben. Az impulzus tétel két egyenlete:

mu =-mg-sin0— ch2

mv'v=mg-cos(9—czw2 +FK +F +2F
Itt m a helikopter tomege, g a gravitacids konstans, & a helikopter bolintasi szoge (felfelé
pozitiv), ¢, ¢, a tengelyek menti ellendllas tényezdk, melyek mar a helikopter homlokfeliilet
¢és a levegOstiriség hatasat is tartalmazzak, u, w a sebességkomponensek, F F, F, pedig a
légcsavarokbdl a helikopterre hatd erdk. F F, azért kiiloniilnek el a masik két 1égcsavar F

erejétdl, mert a helikopter bolintd mozgasahoz ezek F-t61 eltérd értéke sziikséges.
A perdiilet tétel az Y tengelyre a kovetkezd alakban irhat6 fel:
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Iyyq = F2L—F1L—CM ‘q
Itt I,y a helikopter Y tengelyre vonatkozo masodrendii tehetetlensegi nyomatéka, g a bolinto

szOogsebesség €s cp; a homlokfeliilet és a levegdsiiriség hatdsat is tartalmazd Y tengelyre

vonatkoz6 nyomatéki tényezo.
Ezzel tulajdonképpen készen van a négyrotoros helikopter nemlinedris mozgasegyenleteinek
levezetése. A nemlinearitast a négyzetes tagok ¢s a szogfliggvények mutatjak.



A nemlinearis egyenletrendszer numerikus megoldasa

A mozgasegyenletekként kiadodo elsérendli, nemlinedris differencidlegyenlet rendszert a
legegyszeriibb numerikus szimuldciéval megoldani. Ha ismert a sebességek ¢és szogsebességek
kezd¢6 értéke, a repiildgép kezdd pozicioja €s orientacioja, kormanyfeliilet kitérései, a gazkar
allasa a hozza tartozd vonderdvel és nyomatékokkal és a légkdr jellemzoi (példaul
levegdsuiriiség) akkor a légerdk ¢és nyomatékok szamithatok és a teljes differencialegyenlet
rendszer felépithetd. A derivaltak ismeretében a kovetkezd iddpillanatbeli sebességek ¢€s
sz0gsebességek kiilonféle integral formuldkkal meghatarozhatok.

Legyen a repilégép allapot vektora: x ' =[u v w p q r] bemeneti vektora pedig

ul =[5, &, &, &y ekkor az allapotoktél és bemenetektSl nemlinearisan fiiggd allapot
derivaltak tomdren a kovetkezo egyenlettel adhatok meg:

x =f(x,u)
Ahol f( ) egy nemlinearis fiiggvény.
A differencidlegyenlet rendszer megoldasanak nehézségét az adja, hogy az allapotok derivaltja
fiigg maguktol az allapotoktol.
A megoldas legegyszeriibb mddja az Euler modszer (téglalap szabaly) mely feltételezi, hogy a
derivalt egy At idSlépés alatt nem valtozik. Igy az egymas utan kovetkezé idépillanatokat az
alabbi moédon definialva:

tg ket tken - k=0—00, ti 1 -t =At, Vk

Egy adott iddpillanatbeli allapot az el6z6 allapotbol és bemenetbdl a kovetkezd méddon
szamithato:

Xk+1 =Xk +f(xk,uk)At
Az Euler modszerrel kapott eredmény javithaté az ugynevezett Heun formulaval (trapéz
szabaly):

f(x g u )+ f(xk+1suk+1)A

XK+l =Xk T t

ik+l =Xk +f(xk,uk)At

Fxiui )+ f(§k+1auk+1)A
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A trapéz szabélyban definicié szerint a jobb oldalon szerepel a k+1/ allapot, amit ekkor még
nem ismeriink (a bemenetet ismertnek feltételezziik). fgy a felirt formula csak kozelitleg
oldhat6 meg, a k+1 allapotot Euler modszerrel elére becsiilve.

A gyakorlatban a legtobbszor valamilyen szimuldcios programot (pl. Matlab Simulink)
hasznalunk a mozgésegyenletek megoldasara, melyben szdmtalan beépitett megoldé modszer
kozil valaszthatunk.

t

Xk+1 =Xk t+

Nemlinearis rendszerek linearizalasa a Kkis megzavarasok
modszerével

A 6 szabadsagfoku repiilégépre €s a négyrotoros helikopter sikbeli modelljére levezetett
mozgasegyenlet rendszerek egyarant nemlinearisak. Az iranyitastechnika modszereinek nagy
része viszont csak linedris rendszerekre alkalmazhato, ezért sziikséges a mozgasegyenletek



linearizalasa. Ezt részletesen csak a repiildgép dinamika elsd egyenletére irjuk fel, mert a
tobbire hasonlé modon kell.

1 Repiilégép mozgasegyenleteinek linearizalasa

Eldszor is feltessziik, hogy a nemlinearis rendszernek Iétezik O indexli paraméterekkel
jellemzett Ggynevezett trim allapota, melyben a rendszer egyenstlyban van (sebesség és
sz0gsebesség derivaltja egyarant 0). Egy nemlinearis rendszerre altalaban tobb ilyen allapot is
1étezik.

Ezt kovetden vessziik a jellemzdk trim pont koriili kis megvaltozasait, €s ezeket behelyettesitjiik
az adott egyenletbe. Az egyensulyi pont O-ra vezetd egyenletét figyelembe véve és a
masodrendlien kicsiny tagokat elhagyva kapjuk végiil a kis megzavardsokkal linearizalt
mozgasegyenletet, mely a trim pont koriili valtozasokat irja csak jol le.

mu=m-r-v-m-q-w+F +G, +T

u=upg+Au v=vyg+Av w=wgy+Aw

r=ry+Ar q=qy+Aq

Fy =Fg +AFy, G4 =G, +AGy T=T,+AT
mAu =rn(r0 + Ar)(vo + AV)—m(qo + Aq)(wo + AW)+
+Fyo +AF; + Gy +AG, + Ty + AT

O=mryvy —mqowq +Fxo + G40 + Ty egyensilyipont
mAu = mryAv + mvyAr —mqyAw —mw jAq +
+AF; + AGy + AT

Az Iranyitastechnika targyakban jol megszokott x = Ax+ Buallapotdinamikai egyenlet
tulajdonképpen mindig egy ilyen trim pont kdrnyezetében linearizalt rendszer viselkedését irja
le, tehat Ax=A-Ax+B-Au alakinak tekintendd (a vektorok alahuzassal jelolését
iranyitaselméletben nem szoktak alkalmazni).

A replil6gépre vonatkozo egyenletekben a 1égerdk és nyomatékok kis megvaltozasai elsdrendii
Taylor sorba fejtéssel kaphatok meg (a masodik er6tél kezdve mar csak a
fliggvénykapcsolatokat jelolve):

OF OF OF

AF, =—2Au+—2Aw + —2A8,
Q. Sy B
Xu Xw Xge

AF, =f(Av Ap Ar AS,)
AF, =f(Au Aw Aq A3.)
AL=f(Av Ap Ar A3, A3,)
AM=f(Au Aw Aq A3.)
AN=f(Av Ap Ar A3, A3,)

A képletekben §,, 5, €s &, arepiildgép cslird (aileron), magassagi (elevator) €s oldal (rudder)
kormanyanak kitérését jelentik.

Végiil a repiildgép dinamikajara a kis megzavarasokkal kapott hat egyenlet két csoportra
oszthatd: longitudindlis (hosszdinamikai (Lo)) ¢és lateralis (keresztdinamikai (Lat))
egyenletekre:



Lol. mAu=-mqyAw —mwyAq + AF; + AG, + AT
Lo2. mAw =mqgAu +muyAq+ AF, + AG,

Lo3. Iy,AQ=AM

Latl. mAV=-mugAr+mw,Ar+AF, +AGy

Lat2. I, Ap-I,,Ar=AL

Lat3. I,,Ar—I,,Ap=AN

A hosszdinamikai egyenletek a repiilogép test rendszer X-Z (fliggbleges) sikjaban vald
mozgasat irjak le. Ezekben az u, w sebesség komponensek, a g bolintd szogsebesség és a 6.,

8y, magassagi kormany ¢és gdzkar bemenetek szerepelnek (utdbbiak a 1égerékon, nyomatékon
¢s a toloerdn keresztiil).

A keresztdinamikai egyenletek az X-Z sikbol ‘kilogd’ mozgasokat irjak le a v sebességgel, a p
ors0zo és r legyezd szogsebességekkel 6,, &, csiird és oldalkormany bemenetekkel.

Longitudindlis linearizalt egyenletek

A léger6k, a nyomaték és a graviticios vektor Taylor sorfejtését és a @ bolintasi szog
egyszerlsitett dinamikajat figyelembe véve a repiildgép hosszdinamikai mozgasegyenletei
allapotteres alakban (a gazkar pozicio helyett a toloeré megvaltozasat tekintve bemenetnek):
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Laterdlis linearizalt egyenletek

A laterdlis dinamika Lat2 és Lat3 egyenleteiben mindkét szogsebesség derivaltja szerepel. A
kiilon-kiilon egyenletek az alabbi transzformacio utjan kaphatok meg:

I Ap — I, Af = AL Ap] 1, L, AL
- =
1,,AF —1,,Ap=AN At | |1, 15| AN
Il — _IZZ I, = _Ixz B Ixx

2 ;o 3= 2
_IXXIZZ +Ixz _IXXIZZ +Ixz _IXXIZZ +Ixz
A légerdk, a nyomaték és a gravitacios vektor Taylor sorfejtését és a ¢ bedontési €s w azimut

szogek kozelitd dinamikdjat figyelembe véve a repiilogép keresztdinamikai mozgasegyenletei
allapotteres alakban:
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Ezek az egyenletek mar az irdnyitastechnikdban megszokott allapotdinamikai egyenlet
alakjaban vannak:
x=Ax+Bu

2 Négyrotoros helikopter mozgasegyenleteinek linearizalasa

Négyrotoros helikopter bolintd dinamikaja az alabbi nemlinearis mozgasegyenlet rendszerrel
irhato le:

mu = —rng-sinE)—cxu2

szmg'cose—cZw2+F1+F2 +2F

. 2
Iyyq = FzL—FlL—CM q

Az  egyensulyi pontban, azaz lebegésben minden mozgasjellemzé nulla:
up=0 wy=0 qp=0 6y=0 ésanégy rotor ereje a helikopterre hato gravitacios erdvel tart

egyensulyt: mg=4F > F,=F F ) =F

A kis megzavarasok moddszerének alkalmazésa itt a négyzetes sebességi tagokra az alabbi
eredményt adja:
(uo +Au)2 = u% +2u0Au+Au2

Ebbdl a mésodrendiien kicsiny tagot elhagyva €s az egyenstlyi sebességet figyelembe véve
teljesen zérus érték adodik, ami fizikailag nem megengedhetd, mert elhanyagolja a teljes
légellenallast (vagy annak nyomatékat a harmadik egyenletben). Igy a linearizalt modell
barmekkora bemend erd, vagy nyomaték valtozas hatdsara végtelen nagy sebességet, vagy
szogsebességet fog produkalni. A helyes fizikai viselkedés megérzése érdekében azért itt
masfajta kozelités sziikséges. A négyzetes sebesség valtozast felrajzolva a parabola linearis
kozelitését kell megalkotni. A kiinduld pontbeli meredekség ebben az esetben nem megfeleld
kozelités, mert zérus értékli. A legjobb kozelités a maximalisan lehetséges Au
sebességvaltozast figyelembe véve a parabola legkisebb négyzetes linedris kozelitése a
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kovetkezd alakban: Au” =a,Au . Ezt szemlélteti a 2. dbra. Fontos latni, hogy igy kis sebességen

nagyobb, nagy sebességen pedig kisebb ellenallaserdt fog adni a modelliink a valdsnal.
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2. dbra Egy parabola lehetséges linearis kozelitése

A nem négyzetes tagok kozelitését egyszerlien beirva az alabbi linearizalt egyenletrendszer
adodik:

mAU = -mg-sinAB —cya, Au

mAw = —c,a,Aw + AF, + AF,

Iy AG = AF,L— AR L —cy; -apAq
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